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Все задания сделаны полностью, включая  №9 и №10, которые я исправил и решил. Задание №1 б) я тебе говорил о нем, нужно узнать образец решения, как на практических занятиях или кто уже защитил РГЗ с подобным примером
Исправления: стр. №3 3-я и 5-я строки ((А нужно было) и стр. №9  проверь.
Вариант 11
Для справки: как произносят словами знаки:


[image: image475.bmp]-принадлежит;


[image: image2.wmf]Í

-является подмножеством;


[image: image3.wmf]Ì

-собственное подмножество;


[image: image4.wmf]È

-объединение (сумма);

[image: image5.wmf]Ç

-пересечение (произведение);

\-разность;


[image: image6.wmf]D

-симметричная разность.

Кванторы:


[image: image7.wmf]"

-всякий, любой (общность);


[image: image8.wmf]$

-(существование)-существует, найдется, можно найти.

№1
Доказать равенства, используя свойства операций над множествами и определения операций. Проиллюстрировать при помощи диаграмм Эйлера-Венна. 
а)  (A(B) \ (A(B) = (A\B) ( (B\A)

б)  U2 \ (A(B) = ((A(U) ( (U((B).

РЕШЕНИЕ:

а)  (A(B) \ (A(B) = (A\B) ( (B\A)
Используя свойство (10) Выражение для разности A \ B = A ((B  , принимая, что в нашем равенстве: (A(B) это A , а (A(B) это B.

[image: image9.wmf](
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Затем используя свойство (9) Двойственности (законы де Моргана) 
[image: image10.wmf]B
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, получим
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По свойству (4) Дистрибутивность  A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C), где А это (A(B), а (B ( C)  это
[image: image12.wmf](
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Повторно используя свойство (4) Дистрибутивность A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C), где А это 
[image: image14.wmf]A

 и 
[image: image15.wmf]B

 , а (B ( C)  это (A(B) для каждой части выше полученного выражения:

[image: image16.wmf](
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.Используя свойство (7) Свойство дополнения 
[image: image17.wmf]Æ
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, получим:
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.По свойству (5) Операции с пустым множеством (свойство нуля) A ( ( = A, где A это 
[image: image19.wmf](
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.И по свойству (10) Выражение для разности A \ B = A ((B ,  получаем


[image: image22.wmf](
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Что и требовалось доказать. 
Проиллюстрируем при помощи диаграмм Эйлера-Венна. 
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[image: image24]
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[image: image26]

б)  U2 \ (A(B) = ((A(U) ( (U((B)
(нужно проконсультироваться у кого-нибудь)

Пусть пара (x,y) принадлежит U2 \ (A(B), т.е. пара (x,y) принадлежит и U2 и A(B. Тогда х принадлежит А, а y принадлежит В. Поэтому (x,y) принадлежит  (A(U и U((B. Следовательно (x,y) принадлежит ((A(U) ( (U((B).
Пусть пара (x,y) принадлежит ((A(U) ( (U((B), т.е. (x,y) принадлежит и U и А и В. Тогда x принадлежит U, а y принадлежит (A(U и U((B. Следовательно (x,y) принадлежит U2 \ (A(B).
Из двустороннего вложения получаем U2 \ (A(B) = ((A(U) ( (U((B).

Что и требовалось доказать.
№2
Даны два конечных множества: А={a,b,c}, B={1,2,3,4}; бинарные отношения P1 ( A(B, P2 ( B2. Изобразить P1, P2 графически. Найти P = (P2◦P1)–1.  Выписать области определения и области значений всех трех отношений: P1, P2, Р. Построить матрицу [P2], проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P1 = {(a,2),(a,4),(b,3),(c,1),(c,2)};   P2 = {(1,1),(1,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,3),(4,2)}.

РЕШЕНИЕ:
Графическое изображение P1
[image: image27.emf]A
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Графическое изображение P2

[image: image28.emf]A
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Найдем P = (P2◦P1)–1 .
Для начала определим произведение отношений P2◦P1. Для этого представим  в графическом изображении P1 и P2 в виде параллельных прямых, а отношения между элементами в виде стрелок.

[image: image1.wmf]Î

[image: image254.wmf]4
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[image: image29]
Просматриваем возможные пути, ведущие от элементов множества 
[image: image30.wmf]A

 к элементам множества 
[image: image31.wmf]2

B

 через элементы множества 
[image: image32.wmf]B

, найдем композицию отношений 

[image: image33.wmf](
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Тогда


[image: image34.wmf](
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Это можно представить графически таким образом, поменяв направления стрелок на противоположное и просматривать возможные пути, ведущие от элементов множества 
[image: image35.wmf]2

B

 к элементам множества 
[image: image36.wmf]A

 через элементы множества 
[image: image37.wmf]B


Область определения P1 
[image: image38.wmf](
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, область значений P1 
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Область определения P2 
[image: image40.wmf](
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, область значений P2 
[image: image41.wmf](
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Область определения P
[image: image42.wmf](
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Построить матрицу [P2],

[image: image44.wmf][
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Проверить с ее помощью, является ли отношение P2 рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным.
Отношение P2  не рефлексивно, так как на главной диагонали есть нулевые элементы.
Проверим отношение P2 на симметричность, т.е.  
[image: image45.wmf]2
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 или 
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поскольку матрица равна транспонированной матрице, то отношение симметрично.
Проверим на антисимметричность, для этого возьмем транспонированную матрицу и вычислим 
[image: image48.wmf][
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[image: image49.wmf][
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Отношение не антисимметрично, потому что элементы вне главной диагонали не равны нулю.
Проверим транзитивность: 
[image: image50.wmf][
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[image: image51.wmf][
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Так как 
[image: image52.wmf][
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, отношение P2  не транзитивно. 
№3
Задано бинарное отношение P; найти его область определения и область значений. Проверить по определению, является ли отношение P рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. P ( Z2, P = {(x,y) | x2 + y2 = 1}.

РЕШЕНИЕ:
x2 + y2 = 1, это окружность. При данных условия это часть окружности – дуга в I четверти координатной плоскости.

[image: image53.emf]X

Y

 








Так как P ( Z2 это множество всех положительных целых чисел (I четверть координатной плоскости), то:
Область определения 
[image: image54.wmf](
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Область значений 
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Проверим по определению, является ли отношение P:
1) Рефлексивным. 
[image: image56.wmf]1
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 --  не рефлексивно.
2) Симметричным. 
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 -- симметрично.
3) Антисимметричным. 
[image: image58.wmf]2
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-- не антисимметрично.
4) Транзитивность. 
[image: image59.wmf]2
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-- транзитивно.
№4
Доказать утверждение методом математической индукции: 
(n3 + 5·n) кратно 6 для всех целых n ( 0.

РЕШЕНИЕ:
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[image: image61.wmf]Z
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1. База (базис) индукции. Проверяем выполнение Р(0).
При  
[image: image62.wmf]0
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[image: image63.wmf](
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 -- выполняется утверждение.
Проверим при 
[image: image64.wmf]1
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 -- выполняется утверждение.

2. Индукционный переход. Если, 
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Пусть  при 
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 --  выполняется утверждение как принятое выше.
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Покажем, что 
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б) 
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-- утверждение выполняется (так как есть множитель 2).
Таким образом 
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Утверждение доказано.

№5
Бригада из семи взломщиков одновременно выходит на грабеж трех разных магазинов. Сколькими способами они могут разделиться? Сколькими способами их после задержания могут рассадить по четырем одинаковым камерам (не менее чем по одному в каждую)?

РЕШЕНИЕ:
Так как порядок в разделении на группы значения не имеет, то количество способов разделения на группы является число Стирлинга 2-го рода:
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По условию задачи бригада из семи взломщиков  выходят на грабеж трех разных магазинов 
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Для нахождения чисел Стирлинга 2-го рода воспользуемся треугольником чисел Стирлинга 2-го рода. Так в лекциях приведен треугольник только для от 
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Подставим в предыдущее выражение
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Из треугольника чисел Стирлинга 2-го рода находим:

(где 
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 это ряд, а 
[image: image90.wmf]k

 это место в ряду, начиная счет с 0)
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Подставляя найденные значения в выражение
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Таким образом бригада из 7 взломщиков может разделиться по трем магазинам 301-им способом.
Во второй части задания их могут распределить по четырем одинаковым камерам количеством способов определенным числом Стирлинга 2-го рода. В этом случае 
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 -- число камер. Теперь запишем рекурсивную формулу вычисления чисел Стирлинга 2-го рода для второго вопроса (без подробного расписывания):
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Подставляя найденные значения, получим 
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Задержанную бригаду взломщиков могут рассадить по четырем одинаковым камерам 375-ю способами.

ОТВЕТ: 
Бригада из 7 взломщиков может разделиться по трем магазинам 301-им способом.
Задержанную бригаду взломщиков могут рассадить по четырем одинаковым камерам 375-ю способами.
№6
Сколько существует положительных трехзначных чисел: а) не делящихся ни на одно из чисел 6, 14, 20?  б) делящихся ровно на одно из этих трех чисел?
РЕШЕНИЕ:
Обозначим 
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 -- свойство делимости на 6, 
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 -- свойство делимости на 20. Всего трехзначных чисел 
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Так как 
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Тогда количество положительных трехзначных чисел не делящихся ни на одно из чисел 6, 14, 20 определим из формулы
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-- количество свойств. В нашем здании 
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Подставив найденные значения, получим:
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Количество положительных трехзначных чисел, не делящихся ни на одно из чисел 6, 14, 20 равно 682.
Теперь определим сколько существует положительных трехзначных чисел, делящихся ровно на одно из этих трех чисел 6, 14, 20?

Для этого воспользуемся обобщенной формулой:
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, он означает, что один признак совпадает из трех по условию задачи – делящихся ровно на одно из этих трех чисел 6, 14, 20. 
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Запишем формулу применительно к нашему заданию:


[image: image126.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

179

2

3

43

2

259

3

2

1

1

1

1

1

1

20

,

14

,

6

20

,

14

20

,

6

14

,

6

20

14

6

2

1

2

2

2

1

2

1

1

1

1

0

1

1

1

1

3

0

=

×

+

×

-

=

+

+

+

-

-

+

+

×

=

-

+

-

+

-

=

-

=

+

+

-

=

å

N

N

N

N

N

N

N

S

C

S

C

S

C

S

C

N

k

k

k

k


И так, количество положительных трехзначных чисел, делящихся ровно на одно из этих трех чисел 6, 14, 20 равно 179.
ОТВЕТ: 

Количество положительных трехзначных чисел, не делящихся ни на одно из чисел 6, 14, 20 равно 682.
Количество положительных трехзначных чисел, делящихся ровно на одно из этих трех чисел 6, 14, 20 равно 179.
№7
Найти коэффициенты при  a=x6·y·z3, b=x2·y·z3, c=y2·z4  в разложении (3·x3+5·y+2·z)6.

РЕШЕНИЕ:
Для нахождения коэффициентов воспользуемся биномом Ньютона
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где в нашем случае в биноме Ньютона 
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Найдем слагаемое, которое в котором содержится 
[image: image131.wmf]6
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Разложим по биному Ньютона 
[image: image134.wmf](
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Выберем слагаемое, в котором присутствуют 
[image: image137.wmf]3
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Таким образом, коэффициент при 
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Найдем слагаемое, которое в котором содержится 
[image: image141.wmf]6
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Найдем слагаемое, которое в котором содержится 
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Разложим по биному Ньютона 
[image: image146.wmf](
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Выберем слагаемое, в котором присутствуют 
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Таким образом, коэффициент при  
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(Для справки 
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)

!

!

!

m

n

m

n

C

m

n

-

=

, 
[image: image153.wmf]1

!

0

,

1

0

=

=

=

n

n

n

C

C

)
ОТВЕТ:

Коэффициент при 
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Коэффициент при 
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, такого нет в разложении на бином Ньютона.

Коэффициент при 
[image: image156.wmf]4
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№8
Найти последовательность {an}, удовлетворяющую рекуррентному соотношению 2·an+2 – 5·an+1 + 2·an = 0· и начальным условиям   a1=6, a2=3.
РЕШЕНИЕ:
Составим характеристический многочлен 
[image: image157.wmf](
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Составим характеристическое уравнение 
[image: image158.wmf]0
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Следовательно, общее решение рекуррентного соотношения имеет вид: 
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Использую начальные условия, получим систему:
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решая которую находим 
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Таким образом, 
[image: image164.wmf]n

n

a

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

2

1

12

. Проверим, подставляя 
[image: image165.wmf]1

,

6

1

=

=

n

a

, 
[image: image166.wmf]6

2

1

12

1

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

a

. Результат совпал.
ОТВЕТ: 
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№9
Орграф задан матрицей смежности. Необходимо: 

а) нарисовать граф; 

б) выделить компоненты сильной связности; 

в) заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).
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РЕШЕНИЕ:
а) Нарисовать граф.
Матрица смежности 
[image: image169.wmf](
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 графа (орграфа) – это квадратная матрица размера 
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-я вершины соединены ребром (дугой  с началом в вершине 
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), и равен 0 в противном случае.
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- смежные (для орграфа дуга идет из 
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), иначе 0.
Согласно этому построим орграф.


[image: image182]
б) Выделить компоненты сильной связности.
Компоненты сильной связности орграфа – это его максимально связные подграфы. Понятие сильной связности понимается так: из любой вершины подграфа есть путь к остальным вершинам подграфа и на оборот, из остальных вершин подграфа есть путь к этой вершине этого подграфа.  Такой подграф называется компонентой сильной связности орграфа.
Для выделения компонент сильной связности орграфа в качестве основы алгоритма используют метод поиска в глубину. Запись поиска в глубину как в примере лекции. Для упрощения записи будем вершину обозначать цифрой. 
Начнем с вершины 1.
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Из 1 вершины обход закончен.

Начнем с вершины 2.
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Из 2 вершины обход закончен.

Начнем с вершины 6.
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Обход закончен.

В итоге последовательность вершин: 1,4,2,5,3,6.

Из записи поиска в глубину видно, что из 1 достижима 4 (
[image: image186.wmf]{
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[image: image188.wmf]{
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). Таким образом, выделилось две компоненты сильной связности (1,4) и (1,3,5). Или запишем другим образом: Две компоненты сильной связанности:  
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. Утолщенные дуги показывают компоненты сильной связанности.

[image: image193]
в) Заменить все дуги ребрами и в полученном неориентированном графе найти эйлерову цепь (или цикл).

[image: image194]
Для нахождения эйлеровой цепи в связном графе, который имеет вершины только четной степени, воспользуемся алгоритмом Флери: 

1)
Движение начинается из произвольной вершины графа; идем по ребрам, включая эти ребра в эйлерову цепь и удаляя их из графа.

2)
В очередной вершине выбираем путь по перешейку только в том случае, если нет пути по циклу.

3)
Если в графе остаются ребра, которые нельзя использовать для продолжения имеющегося пути, то следует начать строить простой замкнутый цикл из уже пройденной вершины и инцидентного ей ребра, если последнее ранее не использовалось.

Начать построение можно с любого ребра графа. Начиная с 
[image: image195.wmf]11
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, получим цикл:
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В данном случае сразу получили эйлерову цепь. Ребро 
[image: image197.wmf]10

e

 является перешейком (мостом).
№10
Взвешенный граф задан матрицей длин дуг. Нарисовать граф. Найти: а) остовное дерево минимального веса; 

б) кратчайшее расстояние от вершины v3 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры.  
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РЕШЕНИЕ:
Нарисуем граф, используя правило:

[image: image199.wmf](
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То есть на пересечении строк и столбцов указана длина дуги или бесконечность, если между соответственными вершинами нет дуг (ребер).


[image: image200]
а) Найти остовное дерево минимального веса.
РЕШЕНИЕ:

Для нахождения остовного дерева минимального веса испльзуем алгоритм Крускала.
Построение остова начнем  с ребра с минимальным весом 
[image: image201.wmf](
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Порядок присоединения ребра к остову:
В вершине 
[image: image202.wmf]6

v

 выбираем из не присоединенных ребер ребро с меньшим весом 
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[image: image204.wmf](
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В вершине 
[image: image205.wmf]2
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 из трех не присоединенных ребер два с одинаковым наименьшим весом, выбираем ребро 
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. Присоединение этого ребра не образует цикл.
В вершине 
[image: image208.wmf]4
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 выбираем из не присоединенных ребер ребро с наименьшим весом 
[image: image209.wmf](
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 и присоединяем его к остову 
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. Присоединение этого ребра не образует цикл.
В вершине 
[image: image211.wmf]2
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 осталось два не присоединенных ребра. Выбираем ребро с наименьшим весом 
[image: image212.wmf](
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, при присоединении его к остову, цикл не образуется 
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При добавлении любого из оставшихся ребер получится цикл.

Все ребра рассмотрены, алгоритм закончен.

Вес остова 
[image: image214.wmf]7
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.
Остов выделен утолщенными ребрами.

[image: image215]
б) Найти кратчайшее расстояние от вершины v3 до остальных вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. 
 РЕШЕНИЕ: 
Вершины снабжаем пометками, и в графе будут присутствовать метки 
[image: image216.wmf](
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, пока не найден путь.

Вершины, которые будут становиться постоянными, выделяем знаком 
[image: image217.wmf]*

.

[image: image218]
Вершина A стала постоянной, а с ней смежные В, С и F
[image: image219.wmf]Þ

для них нашли расстояния (это 1, 5 и 3), заменили метки на (1,А), (5,А) и (3,A)

[image: image220]
Минимальное из расстояний 1
[image: image221.wmf]Þ

вершина В(1,А) становится постоянной.

[image: image222]
Вычисляем расстояния от нее до смежных с ней С, D и F. Расстояние до C будет 1+1=2 
[image: image223.wmf]Þ

 оно меньше текущего (5) 
[image: image224.wmf]Þ

 метка вершины C меняется на (2,B).
Расстояние до F будет 1+2=3 
[image: image225.wmf]Þ

 равно текущему (3) 
[image: image226.wmf]Þ

 метка вершины F не меняется и делаем ее постоянной.
Расстояние до вершины D  меньше 
[image: image227.wmf]¥

 
[image: image228.wmf]Þ

 метка вершины меняется на (4,B).

Из всех текущих меток расстояний 
[image: image229.wmf]{
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[image: image230.wmf]Þ

 вершину C(2,B) делаем постоянной.
Расстояние от вершины C до смежной вершины E меньше 
[image: image231.wmf]¥

 
[image: image232.wmf]Þ

 метка этой вершины заменяется на (4,C). 

[image: image233]
Из временных вершин 
[image: image234.wmf]{
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 от вершины C 
[image: image235.wmf]Þ

 вершина D(4,B) становится постоянной.

[image: image236]
Расстояние до временной вершины E через вершину C  5+4=9, через вершину D  3+4+1=8, через вершину F  1+3=4, минимальным расстоянием будет через вершину  F  1+3=4 
[image: image237.wmf]Þ

 метка вершины E  меняется на (1,F) и становится постоянной.
Кратчайшие расстояния от вершины 
[image: image238.wmf]3
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, выделены утолщенными ребрами.

[image: image239]
Алгоритм закончен.
ОТВЕТ:
Кратчайшее расстояние от вершины 
[image: image240.wmf]3
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1. до вершины 
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2. до вершины 
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3. до вершины 
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 =3, путь 
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4. до вершины 
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5. до вершины 
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