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1. Введение


Для современных инженерно-технических задач необходимо использовать сложный математический аппарат и развитые методы их решения.  При этом часто приходится встречаться с задачами, для которых аналитическое решение, т.е. общее решение в виде аналитического выражения, связывающего исходные данные задачи с требуемыми результатами, либо вообще невозможно, либо выражается такими громоздкими формулами, что использование их для практических целей явно нецелесообразно.


В этом случае применяются численные методы решения, которые позволяют достаточно просто получить решение поставленной задачи. Численные методы легко реализуются на ЭВМ с помощью вычислительных алгоритмов.


Все многообразие численных методов подразделяют на две группы - точные и приближенные.


Точными называют методы, позволяющие решить задачу в точной постановке. Точные методы не вносят погрешностей в вычисления.


Бывает так, что решить задачу в точной постановке трудно или даже невозможно. Тогда ее заменяют близкой по результатам приближенной задачей. Численный метод, реализующий такую приближенную задачу, называют приближенным методом. Приближенные методы вносят погрешности в вычисления.


Численные методы реализуются конечными или бесконечными вычислительными алгоритмами.


Приближенные методы, основанные на последовательном приближении к решению путем многократного применения какой-либо вычислительной процедуры, называют итерационными методами. В итерационных методах исходными данными для каждой последующей вычислительной процедуры являются результаты применения предыдущих процедур. Итерационные методы позволяют получить приближенное решение, сколь угодно мало отличающееся от точного решения.


Настоящие методические указания содержат основы курса "Численные методы". Для более детального изучения данного курса следует воспользоваться рекомендуемой литературой. Кроме того, для выполнения курсовой работы необходимо использовать знания, полученные в предыдущем семестре в процессе изучения курса "Вычислительная техника и программирование". 

Абсолютная и относительная погрешность

1.1. Определения

Определение. Абсолютной погрешностью величины x называется величина 
                                                            




где x – приближенное значение,     x0 – точное значение.

Следствие этой формулы:




x = x0 (  ( x,    x0 = x (  ( x                                   



Пример. Результат измерений длины комнаты – 10,2 ( 0,01 м.

                Здесь, 10,2 м –  приблизительное значение – результат измерений, 0,01 – погрешность измерений – абсолютная погрешность.

 
Обычно должно быть ( x << x0   (<<  означает (значительно меньше(, т.е. в несколько раз меньше).


Определение. Относительной погрешностью величины х называется величина 
                                     


Пример.  Для приведенного выше измерения комнаты относительная погрешность

                                     



Так как (x << x0 , то  (x << 1.
 Следствие определения относительной погрешности:



                  

1.2. Изменения абсолютной и относительной погрешностей при арифметических операциях


При сложении и вычитании абсолютные погрешности складываются, а именно, абсолютная погрешность суммы (или разности) не превосходит (и может быть равна) суммы абсолютных погрешностей.


При умножении и делении относительные погрешности так же складываются, а именно, относительная погрешность произведения (или частного) не   превосходит (и может быть равна) суммы относительных погрешностей.

2. Решение систем линейных уравнений

2.1. Точные и приближенные методы решения


Решаем систему линейных уравнений (сокращенно – СЛУ) с квадратной невырожденной матрицей











             
(1)

или в матричной записи Ax = b.

Решение подобной системы, если матрица A невырождена (то есть ее определитель не равен 0), всегда существует и единственно.

Все методы решения СЛУ делятся на две группы:

· точные методы;
· приближенные или итерационные методы.  


Точные методы позволяют точно получить решения за некоторое число шагов в предположении, что все вычисления производились абсолютно точно, без округлений.


Приближенные методы не позволяют получить точное решение за конечное число шагов. Точное решение является пределом бесконечной последовательности приближенных решений, которую после достижения заданной точности обрывают.

2.2. Метод Гаусса  – точный метод решения СЛУ


Основная идея метода Гаусса – с помощью элементарных преобразований строк (не забывая при этом правые части) сделать матрицу A треугольной. После завершения этих действий – прямого хода метода Гаусса – последовательно находятся сначала (из последнего уравнения) xn, потом (из предпоследнего) – xn-1 и т.д., вплоть до x1. Этот этап называется обратным ходом метода Гаусса.


Рассмотрим подробнее прямой этап  метода Гаусса.


Сначала обнуляем все элементы первого столбца ниже главной  диагонали. Для этого:

· умножаем первую строку на 

и прибавляем ко второй (при этом обнуляется элемент a21);

· умножаем первую строку на 

и прибавляем к третьей   (при этом обнуляется элемент a31);

и т.д. (сама первая строка не меняется). В результате в первом столбце везде ниже ведущего диагонального элемента a11 будут нули. Если же ведущий элемент был равен нулю, то необходимо переставить 2 строки так, чтобы a11 ( 0.

Затем обнуляем все элементы второго столбца ниже главной  диагонали. Для этого умножаем вторую строку на 

и прибавляем к третьей (при этом обнуляется элемент a32) и т.д.


Подобную процедуру необходимо проделать со всеми (кроме последнего) столбцами матрицы A, после чего она станет треугольной.

Пример решения СЛУ методом Гаусса.



                                                                  


(2)       

Запишем систему в матричном виде и проделаем все преобразования прямого хода





 EMBED Equation.2  



 = 

(


=



Закончился прямой ход метода Гаусса, получили треугольную матрицу. Запишем соответствующую ей СЛУ:




Из третьего уравнения находим, что x3 = 2.  Подставив найденный x3  во второе уравнение, находим x2 = 1. Подставив найденные x3  и x2  в первое уравнение, находим x1 = 0.


При машинной реализации выгоднее использовать не обычный метод Гаусса, а его модификацию – метод Гаусса с выбором ведущего элемента. Единственное его отличие от обычного метода состоит в том, что при обнулении элементов j-го столбца в качестве ведущего элемента выбирается наибольший по модулю среди возможных (т.е. среди стоящих в j-ом столбце не выше главной диагонали). После этого 2 строки (j-я и та, где стоит наибольший элемент), меняются местами. Модифицированный метод Гаусса при вычислении на ЭВМ более эффективен.

Пример решения СЛУ модифицированным методом Гаусса.

Рассмотрим систему (2) сразу в матричной записи:





 EMBED Equation.2  


Дальше,  как и в обычном методе Гаусса, последовательно находим x3 = 2, x2 = 1, x1 = 0.
2.3.  Метод простой итерации – приближенный метод решения СЛУ 


В отличии от метода Гаусса метод простой итерации применим только в том случае, если выполняется условие диагонального преобладания 

 для всех 

  (т.е. диагональный элемент каждой  строки по модулю больше суммы модулей остальных элементов этой строки).

После этого  исходную СЛУ приводят к виду, удобному для итерации. Для этого из первого уравнения выражаем x1  через  все остальные (x2, x3,...,xn), из второго – x2  через  все остальные (x1, x3,...,xn), и т.д. При этом получается система, равносильная исходной системе (1), следующего вида:



   
где 

  при i ( j, cii = 0,  

.

После этого делаем по формуле (3) метода простой итерации несколько последовательных итераций, начиная с 

.


   



(3)

После нескольких итераций последовательность приближенных решений x(k) достаточно близко подойдет к точному решению системы – это произойдет в тот момент, когда два последовательных приближения x(k+1) и x(k) будут мало отличаться друг от друга. После этого итерационный процесс обрывают.


Пример СЛУ, решенной методом простой итерации.



         

Проверяем, что выполняется условие диагонального преобладания: 
( 4  ( > ( -1 ( + ( 2 (;  ( -5 ( > ( -2 ( + (  1 (;  ( 4 ( >  1 + ( -2 (. 

После этого приводим систему к виду, удобному для итераций.





Получаем:      

,  находим



  .


Далее находим

  


Аналогично находятся последующие приближения X(3), X(4) и т.д.

Сравнив   

  и  

, можно заметить, что они отличаются друг от друга очень незначительно (в третьем знаке после запятой) и, следовательно, в качестве решения с точностью ( =10-2 можно взять X(10) . Для сведения: точное решение этой СЛУ – 

 .

3. Решение нелинейных уравнений

Если непрерывная функция f(x) принимает значения различных знаков на концах отрезка [a,b], то есть f(a)(f(b)<0, то внутри этого отрезка содержится по крайней мере один корень уравнения f(x)=0. 

3.1. Метод половинного деления


Необходимо решить нелинейное уравнение f(x)=0. Решать эту задачу будем приближенно, так, чтобы пог​реш​ность реше​ния не превос​ходила задан​ной величины (. Самый простой метод решения этой задачи – метод поло​вин​​ного деления.


Алгоритм метода.

1. Найти интервал [a,b], на котором функция f меняет знак, т.е. f(a)(  f(b)<0.

2. Разбить точкой 



 EMBED Equation.2  
интервал [a,b] на две половины – [a,c] и [c,b].
3.  Из двух  половин [a,c] и [c,b] в качестве нового отрезка [a,b] выбрать ту, на которой f меняет знак. То есть, если f(a)( f(c)<0, то b=c, иначе a=c.
4.  Идти на п.2, если не достигнута на данный момент заданная точность ( нахождения корня (т.е. 

). Если же точность достигнута, то в качестве корня берем середину последнего рассматриваемого интервала. 


Достоинством метода деления пополам является то, что он всегда приводит к результату (процесс сходится), и можно заранее оценить количество шагов, достаточное для достижения заданной точности:





4. Интерполяция

4.1. Постановка задачи интерполяции


Пусть некоторая функция f задана своими значениями yi=f(xi) в точках 

. Задача интерполяции – найти значения функции f в любой другой  наперед заданной точке x. Для этого поступают следующим образом: заменяют неизвестную функцию f(x) на известную и легко вычислимую функцию y(x), интерполирующую функцию f(x) в точках xi , 

 , т.е. такую, что y(xi) = yi = f(xi). Как правило, интерполирующая функция y(x) достаточно хорошо приближает f(x).
4.2. Кусочно-линейная интерполяция

y

В качестве интерполирую​щей функции y(x) здесь берется     кусочно-линейная функция: 

 при    x([xi-1,xi]. График этой функции – ломанная, соеди​няющая последова​тельно точки (xi , yi ), 

.


4.3. Интерполяционный многочлен Лагранжа

Теорема. Для любого набора точек xi, 

 и любого набора значений yi, 

 существует единственный интерполяционный многочлен Pn(x) степени не выше  n, т.е. 

Pn(xi) = yi  для всех 

.                                                              (4)

Доказательство:
     
Рассмотрим многочлен 

, где





 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  

Заметим, что  


Проверим, что многочлен Pn(x) – искомый. В самом деле: 
Pn(xk) = y0 ( 0 + ... + yk-1 ( 0 + yk ( 1 + yk+1 ( 0 + ... + yn ( 0 = yk
Докажем теперь единственность многочлена Pn(x) со свойством (4). Предположим, что таких многочленов два: P1(x) и P2(x), оба степени не выше n. Рассмотрим многочлен   P(x) =  P1(x) –  P2(x). 

Тогда P(xi) =  P1(xi) –  P2(xi) = yi – yi = 0 для всех 

, т.е. он имеет как минимум n+1 корень. При этом степень многочлена P(x) не выше n. Но, как известно из алгебры, ненулевой многочлен степени n не может иметь больше n корней. Следовательно, P(x) = 0  и  P1(x) =  P2(x).
Замечание:  многочлен Pn(x) из этой теоремы называется интерполя​ционным многочленом Лагранжа.
Примеры интерполяционных многочленов Лагранжа.
1)  n =1  – интерполяция по двум точкам – x0 и x1.

                  

 

Сравните P1(x) с уравнением прямой, проходящей через точки (x0,y0) и  (x1,y1).

2)  n =2  – интерполяция по трем точкам – x0, x1 и x2.




 
4.4. Интерполяционный многочлен Ньютона


Если точки xi  – равноотстоящие, т.е.  xi = x0 + i ( h,  

, где h – шаг – некоторая фиксированная величина, то интерполяционный многочлен может быть записан в другом виде (так называемый интерполяционный многочлен Ньютона).

         


где   

, а 

 – конечные разности.


Конечные разности определяются следующим образом:
                          


Примеры интерполяционных многочленов Лагранжа и Ньютона.

Пусть функция  f(x) = ln(x) задана в точках x = 1.5, 2.0, 2.5, 3 своими значениями f(1.5)=0.4055, f(2.0)=0.6931, f(2.5)=0.9163, f(3.0)=1.0986. Необходимо вычислить значение функции в точке x=2.2. Воспользуемся интерполяционной формулой Лагранжа.  Получаем

 


Расхождение с  точным   значением ln(2.2) = 0.78846 составляет  (  3(10-4.


Перед вычислением интерполяционного многочлена Ньютона вычислим сначала величину q и значения конечных разностей (kyi.

Имеем: шаг h = 0.5, x = 2.2, x0 = 1.5, 

 .

 
Для вычисления конечных разностей составим таблицу:

	i
	x
	y
	( y
	( 2y
	( 3y

	0

1

2

3
	1.5

2

2.5

3
	0.4055

0.6931

0.9163

1.0986
	0.2876

0.2232

0.1823


	-0.0644

-0.0409


	0.0235





В этой таблице числа в столбцах (y, (2y и т.д. получаются как разность двух соседних чисел из предыдущего столбца.


Далее имеем 

            


Полученное число 0.78879 – значение, которое, как и следовало ожидать, совпадает со значением, найденным с использованием интерполяционного многочлена Лагранжа. 

5. Численное интегрирование

5.1. Постановка задачи численного интегрирования

Пусть функция f(x) задана своими значениями yi = f(xi) в точках xi, 

 . Задача численного интегрирования – найти определенный интеграл 

 (при этом, обычно,  x0 = a, xn = b). Подобная задача часто возникает, когда найти интеграл методами высшей математики нельзя (первообразная функции f(x) не выражается через элементарные функции). Поступают в этом случае так же, как и при интерполяции, т.е. заменяют неизвестную функцию f на легко вычислимую и легко интегрируемую функцию y(x), близкую к ней, например, на интерполяционный многочлен. После чего и заменяют 

 на 

.

5.2. Формула трапеций

y

Если взять в качестве интер​поляционной функции y(x) кусочно-линей​ную функцию, то при равноотстоящих узлах xi = x0 + i(h, 

, формула численного интегрирования при​обр​етает следующий вид:
– формула трапеций.



 


5.3. Формула Симпсона


Если вместо кусочно-линейной интерполяции применить кусочно-квадратичную (т.е. провести параболу через три первые точки xo, x1, x2, затем следующую параболу – через точки x2, x3, x4 и т.д.), то формула численного интегрирования примет следующий вид:  


 

Здесь xi = x0 + i(h, 

 – равноотстоящие узлы, причем n = 2k – четное число.
5.4. Погрешности формул численного интегрирования


При использовании формул трапеций и Симпсона подинтегральная функция f(x) заменяется на функцию y(x), и поэтому интеграл вычисляется не точно, а приближенно. Абсолютная погрешность вычисления интеграла:

(Iточное – Iприближенное( = 

   – для формулы трапеций; 

(Iточное – Iприближенное( =

  – для формулы Симпсона.

Здесь (a,b) = (x0,xn) – участок интегрирования, а 

- некоторые точки из этого интервала. Поскольку положение этой точки заранее неизвестно, эти оценки заменяют на неравенства

 (Iточное – Iприближенное( ( 

 – для формулы трапеций

(Iточное – Iприближенное( ( 

 – для формулы Симпсона
Здесь 

 – максимум производной iго порядка на отрезке [a,b].


Заметим, что если участок интегрирования [a,b] остается неизменным, а шаг интегрирования h уменьшается в k раз (при этом, соответственно, возрастает в k раз число узлов интегрирования), то погрешность формулы трапеций уменьшается в k2 раз – метод 2го порядка точности, а две формулы Симпсона – в k4 раз – метод  4го порядка.

6. Численные методы решения дифференциальных уравнений первого порядка

6.1. Постановка задачи


Определение. Задачей Коши для дифференциального уравнения первого порядка называется система из дифференциального уравнения и начального условия. Дифференциальное уравнение будем предполагать разрешенным относительно производной.





Наша цель – решить эту задачу Коши на заданном интервале [a,b]. Очень часто нельзя найти его точное решение методами математического анализа. В этом случае его решают приближенно. Решение при этом находят в точках xi=x0+i(h, 

, x0 = a, xn = b. Если необходимо найти значение y(x) в точке x, не совпадающей с узлами xi, то можно применить какой-либо вид интерполяции (см. (5).

6.2. Методы Эйлера и Рунге-Кутта решения задачи Коши

Простейший метод решения задачи Коши – метод Эйлера. Формула метода Эйлера:
y(xi+1) = y(xi) + h(f(xi,y(xi)),  или

yi+1 = yi + h(f(xi,yi)                                                          


(5)

Лучший результат дают модификации этого метода – так называемые методы Рунге-Кутта второго порядка. Формула Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией в средней точке имеет вид:



                                                              (6)

y*i+1/2 – вспомогательное значение (оно вычисляется раньше, чем yi+1). 


Другой метод Рунге-Кутта второго порядка – метод с коррекцией по средней производной. Формула для него имеет следующий вид.



                                          
(7)

y*i+1 – вспомогательное значение.


Еще точнее формулы метода Рунге-Кутта четвертого порядка:


                                          
(8)

В этих формулах сначала последовательно вычисляются k1, k2, k3, k4, а затем  – yi+1.
При использовании формул численного решения ДУ (5) – (8) возникают погрешности. Они не превосходят:

· const1(h 
– для формулы (5),
· const2(h2 
– для формулы (6),
· const3(h2 
– для формулы (7),
· сonst4(h4 
– для формулы (8).
Постоянные const1, const2, const3, const4  зависят только от поведения решения исходной задачи Коши вблизи точного решения на участке [a,b] и не зависят от выбора шага h. Как видно, при уменьшении шага h в k раз, погрешность уменьшается в k раз для метода Эйлера – метод первого порядка, в k2 раз для формул (6) и (7) – методы второго порядка и, соответственно, в k4 раз для (8) – метод четвертого порядка. Шаг h необходимо выбирать достаточно малым, чтобы погрешность решения не превосходила заданной величины.
Пример решения задачи Коши методом Эйлера.




Возьмем шаг h = 0.1, имеем
y0 = y(x0) = y(1) = 3,

y1 = y0 + h(f(x0,y0) = 3 + 0.1(3 – 2(1) = 3.1 ( y(1.1)
y2= y1 + h(f(x1,y1) = 3.1 + 0.1(3.1 – 2(1.1) = 3.19 ( y(1.2)
y3 = y2 + h(f(x2,y2) = 3.19 + 0.1(3.19 – 2(1.2) = 3.269 ( y(1.3)
и т.д., пока не достигнем заданной точки b.

7. Аппроксимация методом наименьших квадратов

7.1. Постановка задачи аппроксимации

 
Пусть значения функции f(x) известны в точках x0, x1, ... ,xn; f(xi) = yi. Задача аппроксимации – приблизить (или, как говорят, аппроксимировать) функцию f(x) некоторой достаточно близкой функцией y(x). При этом, в отличии от интерполяции, на функцию f(x) не налагаются требования y(xi) = yi, достаточно лишь, чтобы y(xi) ( yi. Подобная ситуация возникает, когда сами значения yi были известны не точно, а лишь приближенно, и аппроксимирующая функция сглаживает значения yi. Как правило, в качестве меры близости функций y(x) и f(x) берут сумму квадратов их отклонений 

 .


В качестве аппроксимирующей функции возьмем ту функцию y(x) из выбранного класса, для которой достигается минимум S. В этом случае говорят об аппроксимации методом наименьших квадратов.

7.2. Формулы метода наименьших квадратов.

В качестве аппроксимирующей функции рассмотрим многочлен kй степени: y(x)=c0+c1x+c2x2+ ... ckxk. Необходимо найти минимум суммы квадратов разностей: 



Для этого продифференцируем S по c0, c1, c2, ... ck и приравняем эти частные производные нулю. 




Решив полученную систему уравнений, найдем c0, c1, c2, ... ck, дающие минимум S. 
Если аппроксимирующая функция y(x) выбирается среди всевозможных линейных функций, т.е. функций вида y = с0 + с1x, то решение системы может быть получено по следующим формулам:


,    


где 

,  

, 

, 

.
y
Варианты заданий для курсовой работы


Написать программу на языке Паскаль для решения следующей задачи (вариант задания выбирается по последней цифре студен​чес​кого билета). Все результаты расчетов должны выводится на экран и в файл.

0. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.1), y(0.2) ... y(1) с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией в средней точке (в дифференциальном уравнении k = 2). По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода Симпсона.

1. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.05), y(0.1) ... y(1) с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией по средней производной (в дифференциальном уравнении k = 3). По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода Симпсона.

2. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.1), y(0.2) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта четвертого порядка (в дифференциальном уравнении k = 4). По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода Симпсона.

3. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.05), y(0.1) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией в средней точке (в дифференциальном уравнении k = 5). По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода трапеций.

4. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.1), y(0.2) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией по средней производной (в дифференциальном уравнении k = 6 По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода трапеций.

5. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.05), y(0.1) ... y(1) с помощью метода Рунге-Кутта четвертого порядка (в дифференциальном уравнении k = 7). По найденным значениям y определить количество тепла, выделяющееся на единичном сопротивлении за единицу времени, по формуле  

 с помощью метода трапеций.

6. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.25), y(0.5) ... y(1)  с помощью метода Эйлера первого порядка. В дифференциальном уравнении k – наименьший положительный корень уравнения x5-8x-1=0, который найти с помощью метода половинного деления, точность (=0.001.

7. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.1), y(0.2) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией в средней точке. В дифференциальном уравнении k – наименьший положительный корень уравнения x5-x3-3=0, который найти с помощью метода половинного деления, точность (=0.0001.

8. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.2), y(0.4) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта второго порядка с коррекцией по средней производной. В дифференциальном уравнении k – наименьший положительный корень уравнения 2x4-x3-8=0, который найти с помощью метода деления пополам, точность (=0.001.

9. Ток в электрической цепи описывается дифференциальным уравнением (см. стр. 24), которое необходимо решить, найдя y(0.25), y(0.5) ... y(1)  с помощью метода Рунге-Кутта четвертого порядка. В дифференциальном уравнении k – наименьший положительный корень уравнения x6-4x4-2=0, который найти с помощью метода половинного деления, точность (=0.0001.

Вариант дифференциального уравнения выбирается по предпоследней цифре студенческого билета.
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